45. ročník Fyzikálnej olympiády

Riešenia úloh 1. kola kategórie A

1. Umelá gravitácia
 Miroslav Kolesík, Ivo Čáp, Aba Teleki
a) Gravitáciu nahradí odstredivá sila, ktorá vzniká v dôsledku rotácie. Požadovaná perióda je
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b) Vzhľadom na sústavu stanice je teleso vrhnuté v zvislom smere. V inerciálnej sústave (IS) spojenej s hviezdami sa vektor rýchlosti v1 skladá s vektorom obežnej rýchlosti vo súvisiacej s rotáciou stanice. V IS sa teleso pohybuje pozdĺž úsečky AB (obrázok), pričom bod D zodpovedá najväčšej výške telesa nad povrchom. 

Teleso sa v IS pohybuje rýchlosťou 
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kde vo = R ( = 
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Uhol ( je daný vzťahom tg ( = v1/vo. Dĺžka oblúku AB (vzdialenosť bodov AB pozdĺž povrchu paluby) je LAB = 2 R (. Dĺžka úsečky AB je DAB = 2 R sin( . Čas letu telesa je t1 = DAB/vc1. Za tento čas sa bod vrhu pootočí o dĺžku oblúka LAA' = vo t1.

Vzdialenosť bodu dopadu od bodu vrhu v sústave stanice (pozdĺž povrchu paluby) je
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Maximálna výška telesa nad povrchom paluby je znázornená úsečkou CD a je vyjadrená vzťahom
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c) Ak držíme teleso v bode V, má teleso v IS rýchlosť 

v2 = (R – h) ( . Teleso sa pohybuje v IS priamočiaro pozdĺž úsečky VB. Z pohľadu sústavy stanice sa vektor rýchlosti v2 skladá s vektorom obežnej rýchlosti vo. Rýchlosť dopadu na palubu stanice má teda kolmú zložku vn2 = v2 sin (  a zložku rovnobežnú s povrchom vt2 = v2 cos ( - vo, pričom uhol ( je vrcholový uhol VSB a platí h = R (1 – cos ().

Rýchlosť dopadu je
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Uhol dopadu meraný ku kolmici k povrchu paluby je
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d) Z pohľadu IS sa pohybuje teleso po priamke. Ak má trajektória prechádzať osou stanice, musí byť teleso vrhnuté v sústave stanice proti smeru jej otáčania tak, aby výslednica s obežnou rýchlosťou smerovala k osi stanice. Potom platí v3 cos (  = vo. Ak je daný uhol (, je potrebná rýchlosť vrhu
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   pre ( = 10°  je v31 ( 101 m/s, pre ( = 60°  je v31 ( 198 m/s.

Obmedzenie uhla vrhu spočíva v tom, že s rastom uhla rastie požiadavka na rýchlosť vrhu a ďalej teleso možno vrhať iba proti smeru rotácie stanice.
1 bod
Trajektória telesa je znázornená na obrázku. Rozsah stredového uhla trajektórií je (c3 = 325° pre (1 = 10° a (c3 = 33° pre (1 = 60°.
1 bod

e) Ak sa má teleso pohybovať po kružnici vo výške h2 nad povrchom paluby, musí byť v IS v pokoji. Obežná rýchlosť družice je vD = 2 ( (R – h2) / T  (  98 m/s. Obežná rýchlosť je orientovaná vždy proti smeru otáčania stanice. 
1 bod
f) Ak sa teleso vrhne rýchlosťou v4 (v sústave stanice) pod uhlom ( , skladá sa s rýchlosťou otáčavého pohybu paluby v0 = R ( . Rýchlosť v IS vc4 je preto vektorovým súčtom vektorov v0 a v4. Vektor vc4 zviera s palubou uhol ( . Pre trojuholník vektorov platí v4 sin (  =  vc4 sin (  a pre veľmi malý uhol ( a vrh v smere otáčania stanice   
vc4 (  v0  +  v4 cos (  
(1)

alebo proti smeru otáčania 
vc4 (  v0  -  v4 cos ( .
(2)

V IS sa teleso pohybuje po priamočiarej trajektórii AB, ktorá predstavuje základňu rovnoramenného trojuholníka s vrcholom na osi stanice a vrcholovým uhlom 2( . Dráhu d = 2R sin ( (do dopadu naspäť na palubu) urazí teleso za čas tAB = d / vc4. Za tento čas sa stanica pootočí o uhol ( = ( tAB. Dĺžka vrhu meraná pozdĺž povrchu paluby je potom

x  =  lAB – R (  =  2R [arc sin (v4 sin ( / vc4) – v0 v4 sin ( / vc42]
Pre prípad v4 << v0 a teda ( << 1 rad upravíme vzťah s použitím aproximácie arcsinx ( x pre x << 1 rad  
x  (  2R (v4 / vc4) sin (  [1 – v0  / vc4].

Po dosadení za v4 zo vzťahu (1) a úprave dostaneme    
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Ak zanedbáme druhý člen dvojčlenu menovateľa, dostaneme známy vzťah pre dĺžku šikmého vrhu na Zemi  
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Maximálny dolet je podľa tohto vzťahu pri uhle vrhu (m = (/4 rad (= 45°).

Presnejší výsledok pre uhol maximálneho doletu dostaneme z podmienky nulovej derivácie vzťahu (3) podľa uhla ( . Táto podmienka vedie na odchýlku uhla od (m = (/4 o
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  (pre vrh v smere (+) alebo proti smeru (-) otáčania stanice)

Výška vrhu   
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Pre malé rýchlosti vrhu v4 << vc4  je  
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Spolu f) 2 body

2. Kmity polgule  
Milan Grendel

a) Ťažisko polgule sa nachádza na jej osi vo vzdialenosti od podstavy rTS = (3/8) R.

Moment zotrvačnosti polgule vzhľadom na os prechádzajúcu bodom S a ležiacou v podstave je JS = (2/5) M R2. Podľa Steinerovej vety je moment zotrvačnosti vzhľadom os rovnobežnú s podstavou a prechádzajúcou ťažiskom je J0 = JS – M rTS2 = (83/320) M R2.
1 bod

b) Pohyb okolo rovnovážnej polohy je valivý, pri ktorom sa zachováva mechanická energia. Pri vychýlení z rovnovážnej polohy o uhol ( sa zmení potenciálny energia o 



Ep = M g rTS (1 – cos ().

Kinetickú energiu môžeme vyjadriť ako kinetickú energiu otáčania okolo okamžitej osi otáčania, pričom moment zotrvačnosti je k tejto okamžitej osi rotácie JD = J0 + M rTD2.



JD =  (2/5) M R 2 – M rTS2 + M rTD2,   kde rTD2 = rTS2 + R2 – 2 R rTS cos( .



Ek = (1/2) JD ( 2,  kde   JD =  (7/5) M R 2 – 2 M R rTS cos()

Zákon zachovania mechanickej energie je opísaný rovnicou

 
(1/2) JD ( 2   + M g rTS (1 – cos ()   = M g rTS (1 – cos (0),

kde (0 je počiatočný uhol vychýlenia. Hľadaná závislosť je
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c) Guľôčka získa pádom z výšky h rýchlosť 
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g

h

0

2

=

.

Pri dokonale pružnom odraze guľôčky pri ( = 0  je splnený zákon zachovania momentu hybnosti a zákon zachovania mechanickej energie. 


m v0 R  =  - m v1 R  +  JD0 ( 1 , kde JD0 = [(7/5) + (1/4)] M R 2  =  (13/20) M R 2.
Zákon zachovania mechanickej energie má tvar


(1/2) m v02  =  (1/2) m v12  +  (1/2) JD02 ( 12 .

Z týchto rovníc vyjadríme počiatočnú uhlovú rýchlosť gule
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(1)

Po dosadení a úprave dostaneme
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d) V prípade malej výchylky (m ( 5°  platí podľa (1) rovnica 
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Perióda kmitavého pohybu je  
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3. Prispôsobená záťaž 
Ivo Čáp
a) Obvod na obrázku má jednu slučku, pričom prúd je




[image: image20.wmf]$

(

)

$

I

R

R

i

X

X

U

i

z

i

z

i

=

+

+

+

1


Ak má mať prúd záťažou rovnakú fázu ako vnútorné napätie zdroja, musí mať impedancia obvodu (menovateľ zlomku) reálnu hodnotu. Prvou podmienkou je preto  Xz  =  - Xi      (A)
1 bod

Činný výkon na záťaži (stredná hodnota výkonu) je
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Maximálny výkon pre dané Ui a Ri je daný podmienkou
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b) Impedancia časti obvodu napravo od rozhrania (1) v stave prispôsobenia 
[image: image23.wmf]$
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c) Impedancia časti obvodu napravo od rozhrania (1) je 
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Podmienka reálnej hodnoty zlomku je   
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(C)

Druhá podmienka je daná hodnotou výrazu

[image: image27.wmf]R

C

L

R

R

C

G

=

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

1

1

1

2

w

w

w




(D)

Riešením tejto sústavy rovníc (C) a (D) dostaneme hodnoty kapacít
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d) Prispôsobenie na rozhraní (1) bolo uvažované pri stanovení kapacít C1 a C2. Ukážeme, že i na rozhraní (2) platia podmienky prispôsobenia. Časť obvodu naľavo od rozhrania nahradíme ekvivalentným zdrojom s vnútorným napätím Ui a vnútornou impedanciou 
[image: image30.wmf]$
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 a overíme platnosť podmienok prispôsobenia Ri = R  a  Xi = - ( L .




Vnútorné napätie ekvivalentného zdroja je napätie na svorkách (2) pri odpojenej záťaži
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a vnútornú impedanciu získame ako impedanciu časti obvodu naľavo od rozhrania (2) pri UG = 0
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Po dosadení zo vzťahov pre C1 a C2 dostaneme
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Vidíme, že ak rozhranie (1) vytvoríme ako prispôsobené, je automaticky prispôsobené i rozhranie (2). 

4. Elektromagnetická spojka 
Ivo Čáp
Pri prechode prúdu medzi osou a obvodom kotúča vzniká silový moment M0 na primárnom kolese a Mz na sekundárnom kolese. Kolesami prechádza rovnaký prúd, preto M0 = - Mz. Na malý úsek polomeru kotúča pôsobí sila dF =  B I dr , ktorý vyvolá moment sily dM = r dF = B I r dr. Celkový moment dostaneme integráciou 
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Pri pohybe kotúčov v magnetickom poli sa indukuje elektrické napätie U. Na malom medzikruží s hrúbkou dr sa indukuje napätie dU = B v dr = B ( r dr. Celkové napätie dostaneme integráciou
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Napätia na kotúčoch sú  U0 = (1/2) B r 2 ( 0  a  Uz = (1/2) B r 2 ( z , kde ( 0 = 2 ( N0  a  ( z = 2 ( Nz .

Obvodom prechádza elektrický prúd 
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a) Príkon sústavy je 
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Odtiaľ dostaneme požadovaný príkon 
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a otáčky primárneho disku   
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b) Stratový výkon Ps = P0 – Pz  =  R I 2. Po dosadení dostaneme 
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Účinnosť je 
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c) Ak sa sekundárny kotúč neotáča, (z = 0, je Uz = 0 a teda I = U0 / R. 
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Rozbehový moment sily je 
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d) Pri uhlovej rýchlosti otáčania sekundárneho kotúča (  je moment sily pôsobiaci na tento kotúč
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Rovnicu možno riešiť priamym integrovaním
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Z výsledku dostaneme výsledné ustálené otáčky (pre t ( ()
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a čas dosiahnutia určených otáčok  
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5. Tlak slnečného žiarenia – Aba Teleki

Názov telesa
stredná vzdialenosť od Slnka
hustota


109 m
v AU
103 kg/m3

Slnko
0,0
0,000
1,41

Merkúr
57,9
0,387
5,2

Venuša
108,2
0,723
5,24

Zem
149,6
1,000
5,52

Mars
227,9
1,524
3,93

Jupiter
778,4
5,203
1,33

Saturn
1427
9,539
0,69

Urán
2871
19,191
1,32

Neptún
4498
30,067
1,64

Pluto
5900
39,43
2,05

Pozn.: 
Za hranicu Slnečnej sústavy považujeme strednú vzdialenosť  Pluta od Slnka ( 40 AU

Polomer Slnka RS = 695,6.106 m, hmotnosť Slnka MS = 1,99.1030 kg



1 bod

a) Slnko vyžaruje ako dokonale čierne teleso s povrchovou teplotou TS. Vyžiarený výkon je


 PS = 4 ( RS2 ( TS4    (  4,5.1026 W
2 body

Vo vzdialenosti Zeme je výkon pripadajúci na jednotkovú plochu
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Tlak žiarenia dopadajúceho na kolmú plochu pri jeho  dokonalej absorpcii je
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V prípade zrkadlovej plochy je tlak dvojnásobný – dvojnásobná zmena hybnosti žiarenia.
1 bod

b) Vznášanie je rovnováha medzi gravitačnou silou a silou tlaku žiarenia. Sila tlaku žiarenia na guľovú časticu s dokonale absorbujúcim povrchom je


Rovnica rovnováhy má tvar   
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Hustota častice je  
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c) Výsledná sila, ktorá pôsobí na časticu je
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Pri hustote s podľa (2) sú častice s priemerom menším ako d1 "odfúknuté" tlakom žiarenia. Označme silu F = A / d2 a prislúchajúcu potenciálnu energiu Ep = A / d. Z podmienky zákona zachovania mechanickej energie dostaneme  
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Hľadaný priemer častice je   
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6. Jadro atómu – Aba Teleki

a) Separačnú energiu určíme ako rozdiel pokojovej energie sústavy po rozpade a pred ním. Separačná energia protónu od jadra 17F je  Esp = (MO16 + mp – MF17) c2  (  600 keV.
2 body
Separačná energia neutrónu od jadra 17O  je Esn = (MO16 + mn – MO17) c2  (  4,143 MeV.
2 body

Rozdiel separačných energií súvisí najmä s prácou elektrického poľa pri separácii protónu.

b) Polomer jadra s nukleónovým číslom A určíme zo vzťahu  
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V okamihu separácie protónu predpokladáme kontakt dvoch elektricky nabitých gúľ s polomermi R a r a nábojmi Ze a e. Potenciálna energia tejto dvojice je  
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Túto energiu položíme rovnú rozdielu separačných energií  
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7. Meranie tiažového zrýchlenia – experimentálna úloha 
Ivo Čáp
Na veľmi presné meranie tiažového zrýchlenia sa používalo reverzné kyvadlo. Ide o fyzikálne kyvadlo, ktoré má dve rovnobežné osi kmitania s rovnakou dobou kmitu, umiestnené nesymetricky na opačných  stranách od ťažiska, pričom ťažisko sa nachádza v rovine určenej obidvoma osami.

Ako fyzikálne kyvadlo použite tyč s dĺžkou približne 1 m. Pozdĺž tyče vyvŕtajte rad malých otvorov vzdialených približne 5 cm, do ktorých budete postupne zasúvať kovovú osku. 

a) Vhodnou metódou určte polohu ťažiska tyče.
2 body
b) Zmerajte čo najpresnejšie dobu kmitu kyvadla pre jednotlivé polohy osky, výsledky zapíšte do prehľadnej tabuľky a zakreslite graf závislosti doby kmitu T od vzdialenosti a osi otáčania od ťažiska.
5 bodov
c) Výsledky merania porovnajte s teoretickým vzťahom pre dobu kmitu
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kde J je moment zotrvačnosti tyče vzhľadom na os kolmú na tyč a prechádzajúcu ťažiskom (pre tenkú homogénnu tyč s dĺžkou l a hmotnosťou m je J = (1/12) m l 2).
2 body

d) S použitím vzťahu (1) dokážte, že ak zvolíme dvojicu osí podľa definície reverzného kyvadla s rôznymi vzdialenosťami a1 a a2 od ťažiska, je doba kmitu daná vzťahom
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(2)

kde D = a1 + a2 je vzdialenosť obidvoch osí.
3 body

e) Pre vhodne zvolenú dobu kmitu T určte z grafu zodpovedajúcu vzdialenosť osí D a vypočítajte tiažové zrýchlenie g. Postup opakujte pre päť rôznych dôb kmitu.
4 body
f) Určte presnosť určenia tiažového zrýchlenia použitou metódou. Navrhnite spôsob ako sa dá presnosť určenia tiažového zrýchlenia metódou reverzného kyvadla zvýšiť (využite skutočnosť, že vo vzťahu (2) sa nevyskytuje moment zotrvačnosti J).
4 body
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