47. ročník Fyzikálnej olympiády

školský rok 2005/06
Úlohy 1. kola kategórie A
1. Fontánka
Arpád Kecskés

Striekajúca hlavica (s veľmi malým rozmerom) izbovej fontánky má tvar pologule, ktorá má  veľký počet rovnomerne rozmiestnených malých otvorov a  je umiestnená  na povrchu vodnej hladiny  fontánky. Predpokladáme, že z hlavice voda vystrekuje všetkými smermi rovnakou rýchlosťou. Na dne nádoby fontánky pod vodnou hladinou v hĺbke h je umiestnená osvetľovacia lampa (pozri obrázok).
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a) Určite výpočtom tvar obalovej plochy ohraničujúcej pramienky vystrekujúcej vody.

b) Aký má byť optimálny priemer nádoby fontánky vzhľadom na výšku striekajúcej vody, aby  voda nebola rozstrekovaná  mimo nádoby fontánky?
c) 
Vypočítajte aká %-na časť svetelného toku lampy vystúpi cez povrch vody z fontánky do vzduchu (tienenie hlavice je zanedbateľné).

Index lomu vody je n = 4/3.
Riešenie:

a) [image: image49.png]


Úlohou je nájsť obalovú krivku parabolických trajektórií vodných pramienkov, ktoré vychádzajú z toho istého bodu s rovnakou rýchlosťou. Striekajúcu hlavicu možno považovať za bodovú a umiestnime ju do počiatku pravouhlého súradnicového systému (x,y). Vodné pramienky vystrekujúce  z tohto bodu budú postupovať po parabolických trajektóriách podľa zákonov šikmého vrhu (pozri obr.). Trajektória vystrekujúcich vodných pramienkov pre šikmý vrh pri elevačnom uhle ( a počiatočnej rýchlosti  v je vzhľadom na vzťahy
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Substitúciou:  
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  dostaneme rovnicu:
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Pre pevne volený bod so súradnicami (x,y)  je táto rovnica kvadratická pre  z. Riešenie má len pre kladnú hodnotu diskriminantu:
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Táto nerovnica delí rovinu (x,y) na dve oblasti, pričom deliacou krivkou je parabola. Do oblasti pod parabolou (v priestore pod rotačným paraboloidom) sa voda môže dostať, ale mimo nie. Hraničný prípad zodpovedá práve hľadanej obalovej ploche.

3 body

b) Výška obalovej plochy (guľového odseku) nad hladinou  je 
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, čo sa dalo očakávať podľa zákonov šikmého vrhu. Vo vode fontánky obalová plocha vymedzuje útvar kružnicového tvaru, ktorého polomer dostaneme z podmienky, y = 0, preto  
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. Na základe uvedeného fontánka musí mať rozmer aspoň s priemerom rovným 4-násobku výšky vystrekujúcej vody, aby fontánka pracovala v optimálnych podmienkach (bez rozstrekovania vody mimo nádobky).


3 body
c) Z lúčov vystupujúcich z lampy môžu vystúpiť z vody do vzduchu len tie, ktoré dopadnú na hladinu pod uhlom α menším ako je medzný uhol αm pre úplný odraz (pozri obr.).
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Pre medzný uhol platí: 
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m

1

sin

n

=

a

, 
z čoho  po dosadení (m = 48° 35’.

Podľa obrázku lúče môžu vystúpiť cez hladinu vody len cez plochu podstavy kužeľovej plochy o polomere r a s vrcholovým uhlom (m s vrcholom v mieste zdroja svetla. Hranicu tohto intervalu vymedzuje guľa s polomerom R.. Podľa Pythagorovej vety:
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Pomer vystupujúceho svetelného toku cez vodnú hladinu k celkovému svetelnému toku vystupujúceho zo zdroja je totožný s pomerom povrchu guľového odseku s výškou:
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k celému povrchu gule s polomerom R, teda
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Z celého svetelného toku vystupuje z vody asi len 17%.


4 body
2. Absorpcia svetla
Arpád Kecskés
Pri laboratórnom meraní sa zistilo, že plynný oxid uhoľnatý (CO) absorbuje infračervené žiarenie s vlnovou dĺžkou ( = 15 (m. Absorpcia je spôsobená vybudením kmitov molekúl plynu. Určte silovú konštantu väzby k molekuly CO. 

Potrebné číselné hodnoty veličín vyhľadajte v tabuľkách. 

Riešenie:

Umiestnenie atómov  O a  C v súradnej sústave je znázornené na obr.  V stave  pokoja platí: x1  - x2 = l0, kde  l0  je  vzájomná vzdialenosť atómov C a O. Pri kmitaní molekuly bude zrejme sila, ktorou pôsobí molekulová väzba  na jednotlivé atómy  závisieť od  zmeny dĺžky  väzby: x = x2 – x1 – l0  a bude pre oba atómy čo do veľkosti rovnaká, ale opačného smeru. Pôsobiace sily budú vždy smerovať do rovnovážnej polohy podľa nasledovných vzťahov:
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(1)
3 body
Ak vynásobme rovnice (1) postupne hmotnosťami  mO ,  mC a potom ich odčítame dostaneme
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(2)

Po úprave vzťahu (2) dostaneme rovnicu
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(3)

ktorú vzhľadom na to, že  d (x1 – x2) = d (x+ l0) = dx, nakoľko l0 je konštantné môžeme prepísať do tvaru
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(4)
kde  
[image: image21.wmf]C

O

C

O

r

m

m

m

m

m

+

=

  je tzv. redukovaná hmotnosť.




3 body
Po malej úprave rovnice (4) dostaneme diferenciálnu rovnicu netlmeného harmonického oscilátora
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(5)
Vzhľadom na rovnicu (5) uhlová frekvencie kmitov takejto sústavy je:  
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Teda pre hľadanú silovú konštantu väzby dostaneme
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4 body
3. Urýchľovanie častíc
Arpád Kecskés
Časticu s pokojovou hmotnosťou m0 a s nábojom q urýchlime tak, že dosiahne rýchlosť blízku rýchlosti svetla.
a) Určite, koľkonásobne väčšiu rýchlosť dosiahne vo vákuu protón v porovnaní s (­časticou pri tom istom urýchľujúcom napätí U, ak je ich počiatočná rýchlosť zanedbateľne malá.
b) Ako sa zmení výsledok v prípade nerelativistických rýchlostí pri použití malého urýchľujúceho napätia?

Riešenie:

Pri relativistických rýchlostiach platí zákon zachovania energie v tvare :
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(1)

2 body
Po jednoduchých úpravách vzťahu (1) dostaneme pre rýchlosť častice vzťah
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(2)

2 body
Podľa vzťahu (2) vidíme, že rýchlosť častice je funkciou merného náboja. Vzhľadom na to, že merný náboj  protónu  je dvojnásobkom merného náboja (-častice pre hľadaný pomer rýchlostí dostaneme:
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(3)

3 body
kde e je náboj protónu (elementárny náboj) a mp  je pokojová hmotnosť protónu. Vzťah (3) pri veľkých rýchlostiach (urýchľujúcich napätiach rádovo 109 V, príp. ešte väčších, pri ktorých kinetická energia protónov dosiahne rádovo veľkosť pokojovej energie) klesá. 

Pri hraničnej hodnote eU  ((  mp c2 sa pomer rýchlostí   
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Pri nízkom urýchľujúcom napätí vzťah (1) možno písať v tvare 
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 z čoho pre rýchlosť častice dostaneme
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(4)
a po dosadení za merný náboj protónu a (-častice je pomer rýchlostí daný vzťahom
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(5)

3 body
Tento istý výsledok dostaneme aj zo vzťahu (3) za predpokladu, že  eU ((  mp c2 .
4. Určenie pravosti obrazu
Ľubomír Konrád
Po skončení 2. svetovej vojny, počas ktorej dochádzalo k častým manipuláciám s umeleckými predmetmi (odcudzenie, falšovanie a pod.) vznikla pochybnosť o pravosti obrazu „Kristus a jeho učeníci v Emauzoch“ od Jana Vermeera (1632 – 1675). Hans van Meegeren, súdený za neospravedlniteľný predaj tohto národného pokladu nepriateľovi, vyhlásil na svoju obhajobu, že nejde o originálne dielo majstra, ale že on sám je autorom napodobeniny majstrovho diela, že napodobnil Vermeerov štýl a použil špeciálne techniky tak, aby obraz vyzeral 300 rokov starý. Odpoveď na otázku pravosti sa našla až v roku 1968 na základe metódy rádioaktívnej analýzy. 

Na analýzu sa použila malá vzorka bielej farby z obrazu, ktorá obsahuje olovo. Pigment sa získava z olovenej rudy,  v ktorej izotop olova 206Pb vznikol ako konečný produkt radu rádioaktívnych premien pôvodného izotopu uránu 238U. Z uvedeného radu vyberieme iba premeny s dlhším časom polpremeny
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Rýchle premeny s veľmi krátkymi časmi polpremeny sú v schéme vynechané (celý rad si môžete pozrieť v učebnici alebo v MF tabuľkách).

a) Ukážte, že rýchlosť zmeny počtu jadier 210Pb vo vzorke olovenej rudy je daná vzťahom
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kde N sú počty jadier príslušného izotopu, ( sú konštanty premeny jednotlivých izotopov a indexy veličín zodpovedajú príslušným izotopom.

Celý rad premien prebieha miliardy rokov. Keďže čas polpremeny 210Pb je oveľa kratší ako čas polpremeny 226Ra, sú v rude oba nuklidy 210Pb a 226Ra v rovnováhe (tzn. pomer počtov jadier vo vzorke sa s časom nemení).

b) Aký je pomer počtu jadier nuklidov 226Ra  a 210Pb a aký je pomer aktivít týchto nuklidov vo vzorke olovenej rudy?

Keď sa z olovenej rudy získava pigment (olovo) do farby, odstráni sa väčšina 226Ra. V získanom pigmente zostanú všetky jadrá olova pôvodne obsiahnuté v rude a  približne 1 % pôvodného počtu jadier rádia.

c) Aké budú pomery podľa časti b) vo vyrobenej farbe?

Extrakciou pigmentu sa výrazne poruší rovnováha nuklidov 210Pb a 226Ra vo farbe. V priebehu času sa však bude meniť pomer aktivít obidvoch nuklidov z hodnôt podľa c) k hodnotám zodpovedajúcim stavu rovnováhy podľa b).

d)
Aký by mal byť pomer aktivít obidvoch nuklidov, ak je farba na obraze stará 300 rokov. Analýzou vzorky z obrazu sa zistil pomer aktivít 0,09. Je podľa tohto výsledku obraz originálnym dielom Vermeera, alebo vznikol ako falzifikát v období 2. svetovej vojny?
Riešenie:

a) Vo vzorke rádioaktívnej látky dochádza k jadrovej premene rádioaktívnych atómových jadier daného nuklidu podľa zákona premeny dN / dt  =  ­ ( N, kde N je okamžitý počet jadier nuklidu a ( je konštanta premeny, charakteristická pre danú premenu jadier nuklidu, ktorá súvisí s časom polpremeny T vzťahom T = ln2 / (. Veličina A = ( N predstavuje aktivitu vzorky príslušného nuklidu.
V prípade reťazca na seba nasledujúcich reakcií je okamžitý stav danej látky vyjadrený rovnováhou medzi procesmi, ktoré dané jadrá vytvárajú a procesmi, ktoré predstavujú ich úbytok. Pri určovaní stavu rovnováhy sa uplatnia najmä procesy s veľmi dlhým časom polpremeny. V prípade premeny s krátkym časom polpremeny dochádza k veľmi rýchlemu úbytku jadier a ich okamžitý počet je prakticky rovný počtu jadier, vznikajúcich predchádzajúcou reakciou s dlhým časom polpremeny. V prípade uvedeného radu premien 
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určujú okamžitý stav koncentrácie jadier izotopu olova N206 najbližšie premeny „zhora“ a „zdola“ s dlhým časom polpremeny a to sú 
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Premenou 226Ra vzniká za jednotku času (226 N226 jadier 210Pb a ubudne ich (210 N210. Túto bilanciu opisuje rovnica
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3 body
b) Vo vzorke sa za dostatočne dlhý čas vytvorí stacionárny stav, charakteristický tým, že počet jadier vznikajúcich sa rovná počtu jadier zanikajúcich a teda dN/dt = 0. Ak uvažujeme jadrá 210Pb, platí v stacionárnom stave
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Pomer počtov jadier jednotlivých nuklidov je
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1 bod
Pomer aktivít A = ( N obidvoch nuklidov 210Pb  a  226Ra  je rovný jednej.
1 bod
c) Ak znížime koncentráciu jadier nuklidu 226Ra na p = 1 %, zmení sa pomer počtu jadier obidvoch nuklidov na
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1 bod
Pomer aktivít sa zmení na
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1 bod
d) Ide o porovnávanie dvoch nuklidov s výrazne odlišnými časmi polpremeny. Odobratím 99 % Ra sa naruší rovnovážny stav, charakteristický rovnakou aktivitou zložiek reťazca rádioaktívneho radu (v tomto prípade dvojice nuklidov 226Ra a 210Pb). Postupne sa však rovnováha obnoví za čas rovný niekoľkonásobku kratšieho času polpremeny. 

Z pôvodných N20 jadier 210Pb zostane za čas t  počet 
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(1)

Za čas t >> T210 nezostane z pôvodných jadier takmer nič a aktivitu vykazujú dcérske jadrá vznikajúce priebežne premenou 226Ra.  Vznikajúce dcérske jadrá sa relatívne rýchlo premieňajú (s relatívne krátkym časom polpremeny 22 rokov) na 206Pb a aktivity obidvoch nuklidov sa stávajú rovnaké.
Za uvedený čas od predpokladanej výroby farby Δt = 300 rokov ( 13 T210 musí byť dosiahnutý stav rovnováhy s rovnakou aktivitou obidvoch nuklidov. To nezodpovedá pomeru aktivít zistených analýzou obrazu. Farba na obraze nemôže byť stará 300 rokov a preto nemôže ísť o originálne dielo Vermeera.



3 body
Pozn.: Ak uvážime pokles počtu jadier 210Pb na 1/9, čo sa prejaví približne nárastom pomeru aktivít na uvedených 0,09 (z pôvodných 0,01), odhadneme čas od výroby farby podľa vzťahu (1) t ( T210 ln9 / ln2 ( 72 rokov.
5. Nekonečná elektrická sieť
Ľubomír Konrád
[image: image51.png]\ﬁplny odraz



Nekonečná vodivá sieť je vytvorená z pravidelnej štvorcovej siete vynechaním niektorých priečok (výsledná sieť je na obrázku znázornená plnou čiarou). Strana elementárnej štvorcovej bunky (napr. AB) označíme r.
Aký odpor nameriame, ak pripojíme ohmmeter 

a) k uzlom siete A a B,

b) k uzlom siete B a C,

c) k uzlom siete A a C?

Riešenie:

Pred začiatkom riešenia je vhodné prekresliť si sieť v tvare šesťuholníkových buniek (obrázok).
Úlohu možno riešiť rôznymi spôsobmi. 

Jeden z nich vychádza zo symetrie nekonečnej siete. Predpokladajme, že uzol A má potenciál ( vzhľadom na nekonečne vzdialenú hranicu siete. Vzhľadom na symetriu siete vychádza z uzla A rovnaký prúd I do každej vetvy, ktorá z neho vychádza.
a) V sieti sú významné dva uzly siete – A a B. Tieto uzly sú vzájomne prepojené priamo spojovacím vodičom r a ďalej zvyškom siete, ktorá je symetrická vzhľadom na os úsečky AB. Zo zvyšku siete nás zaujímajú uzly A, B a miesto nulového potenciálu (teoreticky v nekonečne). Celý obvod je možné vzhľadom na tieto tri body nahradiť trojicou rezistorov zapojených do hviezdy (obrázok). Vzhľadom na uvedenú symetriu siete sú rezistory R1 vo vetvách AS a BS rovnaké. Pre úplnosť je zakreslený aj rezistor R2 vo vetve SO, aj keď ho v ďalších úvahách nepoužijeme. Z uzla A vstupuje do spojky AB prúd I a do zvyšku siete prúd 2I. Táto skutočnosť je znázornená i v náhradnej schéme. Prúd I prechádza vetvou ABS s odporom r + R1 a prúd 2I vetvou AS s odporom R1. Pre napätie medzi uzlami A a S platí  2 I R1   =   I  (r + R1), odkiaľ dostaneme R1 = r.

Medzi uzlami A a B je zaradená paralelná kombinácia rezistora r a dvojice rezistorov R1. Výsledný odpor medzi uzlami A a B je


RAB  =  
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4 body
b) Z nákresu šesťuholníkovej siete vidno, že dvojica uzlov B a C má rovnaké postavenie v sieti ako dvojica A a B, preto výsledok musí byť rovnaký


RBC  =   
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c) V tomto prípade uvážime inú symetriu. Zo siete vyberieme uzly A a C a na ich spojnici aj uzol B. Ak pripojíme potenciál ( k uzlu A vzhľadom na nekonečno, vychádza do všetkých troch smerov rovnaký prúd I z dôvodu symetrie siete. Tentoraz súvisí trojica vybraných uzolov s ostatnou sieťou tromi spoločnými bodmi (štvrtým je okraj nekonečnej siete s nulovým potenciálom). Zvyšok siete nahradíme náhradnou 4-rezistorovou hviezdou, pripojenou k bodom A, B, C a N a so spoločným uzlom S. Vzhľadom na symetriu siete vzhľadom na os spojnice AC musí mať rovnakú symetriu aj náhradný obvod, preto rezistory medzi uzlami AS a CS sú rovnaké, ozn. R1. Z prvého obrázku šesťuholníkových buniek je zrejmé,  že prúd I, vychádzajúci z uzlu A sa postupne delí, preto do vetvy BC vstupuje prúd I/2. Z bodu A vychádza smerom k B prúd I a do zvyšku siete 2I. Prúd I vstupuje do uzlu B a delí sa na I/2 do uzlu C a I/2 do zvyšku siete. Z uzlu C pokračuje vstupujúci prúd I/2 do zvyšku siete. Spojený prúd 3I pokračuje z uzlu S náhradného obvodu do bodu s nulovým potenciálom N (nekonečna).
Z rovnosti rozdielu potenciálov medzi uzlami A a S na priamej spojnici a na ceste ABCS dostaneme


2 I R1   =   I r  +  I/2  r  +  I/2  R1,

odkiaľ dostaneme R1 = r.

Výsledný odpor medzi uzlami A a C je


RAC  =  r,

nezávisle od hodnoty odporu R2.
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Pozn.: Pokúste sa určiť podobným spôsobom výsledný odpor siete medzi protiľahlými vrcholmi šesťuholníka.
6. Svetlo v guli
podľa FO ČR
Vo vnútri homogénnej sklenenej  gule s indexom lomu n a polomerom R je zatavený bodový izotropný zdroj svetla, nachádzajúci sa vo vzdialenosti d od stredu gule.

a) Aká musí byť vzdialenosť d, aby sa časť svetelného toku úplne odrážala od povrchu gule?

b) Pri akej vzdialenosti d dochádza k úplnému odrazu práve polovice svetelného toku, vychádzajúceho zo zdroja?

Riešenie:

a) Lúč vychádzajúci zo zdroja Z pod uhlom ( (obr.)
dopadá na povrch gule pod uhlom α, pre ktorý platí podľa sínusovej vety


 sin α  =  (d/R) sin ( .

Ak má nastať úplný odraz, musí byť na rozhraní gule s jej okolím splnená podmienka


n sin α  >  1

a po dosadení


sin (  > (R / n d) = sin (m .

(1)
Pre vzdialenosť zdroja od stredu gule dostaneme podmienku
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2 body
Ak sa má úplne odrážať aspoň časť svetelného toku, predstavuje dolnú hranicu veličiny d situácia pre maximálnu hodnotu sin( = 1, pričom musí byť splnená podmienka d < R.

Riešenie úlohy má tvar
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3 body
b) Pri danej polohe zdroja dochádza k úplnému odrazu lúčov, pre ktoré platí podmienka (1). To predstavuje rozsah uhlov

(m  <  (  <  ( - (m.

Ak si predstavíme guľovú plochu s polomerom r okolo zdroja, vytvárajú na nej tieto lúče pás s šírkou x. Ak má dochádzať k úplnému odrazu polovice svetelného toku, musí byť obsah povrchu guľového pásu rovný polovici obsahu povrchu gule.

Povrch dvojice guľových odsekov s výškou v je Sv = 4(rv, kde v = r ­ x/2, pričom x/2 = r cos( m.

Po dosadení a úpravách


4 (r (r – r cos(m) = 
2(r2, odkiaľ

cos (m  =  ½.
S použitím vzťahu (1) dostaneme

sin (m  =  
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5 bodov
7. Difrakcia na vlákne – experimentálna úloha
Ivo Čáp

Pri prechode svetelného zväzku cez optickú mriežku dochádza k difrakcii svetla, ktorá sa prejaví vznikom difrakčných maxím. Rovnaký jav sa prejaví aj pri odraze od optickej mriežky. S použitím polovodičového lasera určte hustotu vhodnej tkaniny a priečnu hustotu závitov na kompaktnom disku.


Na meranie použite ako zdroj laserové ukazovadlo (laser pointer) s červeným svetlom a uvažujte vlnovú dĺžku svetla 650 nm.


Na prvé meranie použite vhodnú riedku tkaninu (vreckovku, plátno – látka musí byť tkaná, aby obsahovala rovnobežné vlákna). Pri prechode svetelného zväzku cez látku môžete pozorovať na kolmom tienidle difrakčný obrazec.


Pri druhom meraní využite difrakciu pri odraze od periodickej štruktúry CD.

Zmerajte potrebné vzdialenosti a určte v obidvoch prípadoch difrakčné uhly jednotlivých difrakčných maxím a určte a) hustotu tkaniny (počet paralelných vlákien na jednotku dĺžky v priečnom smere), b) hustotu závitov záznamovej stopy CD (počet závitov na jednotku dĺžky v smere polomeru) a pomocou tejto veličiny a ďalších zmeraných rozmerov vypočítajte celkovú dĺžku záznamovej stopy.

Výsledky overte inou metódou, napr. pomocou mikroskopu.

Hodnotenie podľa úrovne spracovania od 0 do 10 bodov
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