48. ročník Fyzikálnej olympiády

školský rok 2006/07
Riešenia úloh 1. kola kategórie D

1. Model rakety
Ľubomír Konrád
a) Pri rovnomerne zrýchlenom pohybe smerom nahor s nulovou počiatočnou rýchlosťou je
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Zrýchlenie vyplýva zo zadaných hodnôt  a = 2 h1/ t12.

V čase t2 je
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Číselne  h2 ( 313 m  a v2 ( 250 m.s-1.

(2 body)
b) Po odpojení pokračuje oddelený stupeň zvislým vrhom nahor s počiatočnou rýchlosťou v2 a počiatočnou výškou h2, pričom platí
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(1)
V najvyššom bode trajektórie platí v = 0. Z tejto podmienky dostaneme príslušnú výšku
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(2 body)
c) Ak do rovnice (1) dosadíme pre dopad na zem h = 0. Riešením sústavy rovníc (1) pre túto podmienku dostaneme rýchlosť dopadu. Keďže ide o voľný pád z výšky hm, možno získať výsledok aj s použitím zákona zachovania mechanickej energie


(1/2) m vd2  =  m g hm,

odkiaľ dostaneme priamo



[image: image5.wmf]2

1

1

1

2

1

m

d

2

1

2

2

t

g

h

t

t

h

g

h

g

v

+

=

=

  (  262 m(s-1.
(2 body)
d) Pre zostrojenie grafu určíme zrýchlenie a ( 100 m(s-2. Čas dosiahnutia výšky h2 je t2 = 2,50 s. Čas dosiahnutia maximálnej výšky tm = t2 + v2/g ( 28 s. Čas dopadu td = tm + 
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 ( 55 s. Keďže prvá časť pohybu trvá iba krátko v porovnaní so zvyšnou časťou pohybu, je vhodné graf výšky rozdeliť na dva.
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Dráha je skalárna veličina, ktorá predstavuje počet prejdených metrov. Bez ohľadu na smer pohybu dráha narastá. Pri stúpaní je dráha rovná dosiahnutej výške, pri klesaní sa výška zmenšuje, ale prejdená dráha naďalej rastie. Celková prejdená dráha nahor a nazad scelk = 2 hm ( 7,0 km.
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(grafy vrátane správnych číselných hodnôt 4 body)
2.
Guľôčka v nádrži
Aba Teleki
a) Vesmírna loď so zrýchlením predstavuje neinerciálnu vzťažnú sústavu, v ktorej si zotrvačné sily môžeme predstaviť ako zdanlivé tiažové pole s tiažovým zrýchlením g = ­ a. Účinky tohto poľa sú rovnaké ako účinky bežného zemského tiažového poľa - okrem iného v ňom platí Archimedov zákon. 
Zrýchlenie guľôčky závisí od výslednej sily, ktorá na ňu pôsobí. V sústave kocky je výsledná sila rovná rozdielu „tiažovej“ a vztlakovej sily
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Celkové zrýchlenie guľôčky ag je rovné súčtu zrýchlenia kocky a a zrýchlenia an v neinerciálnej sústave spojenej s kockou
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(1)
Pre guličku s hmotnosťou m1 dostaneme ag1 ( 1,4 m(s-2 > a, 

pre hmotnosť m2 je ag2 ( 0,84 m(s-2 < a. 

(5 bodov)
b) Vo vode pôsobí hydrostatický tlak ph = h ( g, kde h je „hĺbka“ meraná od podstavy 1 smerom k podstave 6. V rozsahu hĺbky, ktorý zodpovedá priemeru guľôčky je rozdiel tlaku vody   Δph  =  2 ( g r  =   2 ( a r  (  20 Pa.
Najnižší tlak je na vrchole najbližšom k podstave 1, najvyšší na opačnej strane guľôčky.




(3 body)
c) Vzťah (1) možno vyjadriť v tvare
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je hustota guľôčky.

Zrýchlenie guľôčky teda môže byť menšie ale aj väčšie ako zrýchlenie vesmírnej lode. Pre (g < (  je vztlaková sila väčšia ako tiažová a guľôčka „vypláva“ k podstave 1. V opačnom prípade guľôčka „klesne na dno“ a teda narazí na podstavu 6.
V našom prípade guľôčka s hmotnosťou m1 narazí na podstavu 1 a guľôčka s hmotnosťou m2 narazí na podstavu 6 (aj podľa výsledku časti a)).

(2 body)
3.
Stolička

Matúš Medo
a) Štyri nohy s celkovou hmotnosťou m1 = 800 g majú ťažisko vo výške h1 = l/2 = 20 cm. Štyri tyče rámu sedačky s celkovou hmotnosťou m2 = 800 g majú ťažisko vo výške h2 = l = 40 cm. Doska sedačky s hmotnosťou m3 = 1,0 kg má ťažisko vo výške h2, zvislé tyče operadla s celkovou hmotnosťou m4 = 400 g má ťažisko vo výške h4 = 3l/2 = 60 cm, horná tyč operadla s hmotnosťou m5 = 200 g má ťažisko vo výške h5 = 2l = 80 cm.
Výška ťažiska stoličky, ktorá stojí na vodorovnej podložke je
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Pre dané hodnoty  h  (  40 cm.

Ťažisko sa nachádza vo výške sedačky.
(3 body)
b) Pre posúdenie stability stoličky na naklonenej rovine musíme poznať aj vodorovnú polohu ťažiska x.
Rovnakým spôsobom ako výšku ťažiska určíme
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kde x1 = l/2 = 20 cm, x2 = x1 = x3, x4 = x5 = 0.

Pre dané hodnoty  x ( 16,25 cm.
Na naklonenej rovine je hranica stability daná uhlom sklonu α1, pri ktorom ťažnica prechádza bodom A. Pre tento uhol platí
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(3 body)
Pre dané hodnoty  α1 ( 22,1° .

c) Ak sa podložka pohybuje vodorovným smerom so zrýchlením v naznačenom smere, pôsobí na stoličku zotrvačná sila Fz = -M a, ktorá sa skladá so silou tiažovou Fg. Ak prechádza vektorová priamka výslednice síl F podložkou pod sedačkou (v rozsahu bodov AB), zostane stolička stáť (ak je dostatočne veľké trenie). Ak pretne podložku až za bodom B, stolička sa prevráti. Pre hraničný prípad platí 
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Použijeme úpravu
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Pre dané hodnoty  am ( 8,4 m(s-2.

(4 body)
4.
Loď vo výťahu  

Ľubomír Mucha
a) Predpokladáme tenkostennú nádobku, ktorej objem vyjadríme ako súčin obsahu plochy plášťa a hrúbky steny
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(2 body)
b) Malá nádobka pláva vo vode, pričom hĺbka ponorenia je h2 - hd. Pre rovnováhu tiažovej a vztlakovej sily platí

mn g  =  (( d 2/4) (h2 – hd) (v g,

odkiaľ
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(1 bod)
Hmotnosť potrebnej vody je
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(1 bod)
Zodpovedajúca výška vody v nádobe je  
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(1 bod)
c) Pomer hmotností je

Mv1/mn  (  0,32.

(2 body)
Vidíme, že pri málo rozdielnych priemeroch je potrebná hmotnosť na udržanie menšej nádobky v plávajúcom stave veľmi malá. To platí i o lodi vo vani.

d) Do malej nádobky nalievame vodu až kým sa nedotne dna veľkej nádoby. V medznom stave je všetka voda medzi valcovými stenami nádob do výšky h3
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Podmienka rovnováhy síl pri tejto hĺbke ponorenia je
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odkiaľ dostaneme
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(2 body)
e) Ak sa loď nedotýka dna, čo je podmienka plávania vo vani, hmotnosť vane s loďou nezávisí od hmotnosti lode, ak voda dosahuje po uvedenú čiaru na boku vane. Hmotnosť vane s loďou je rovnaká ako hmotnosť vane iba s vodou bez lode. Vyplýva to z Archimédovho zákona.

(1 bod)
5.
 Vytekajúca voda

Ľubomír Mucha
Uvedená úloha sa používa v učebnici na dokumentovanie použitia Bernoulliho rovnice. Voda sa v takom prípade považuje za ideálnu kvapalinu. S jej použitím dostaneme pre výtokovú rýchlosť z otvoru v hĺbke H - h pod hladinou vody v nádobe
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(2 body)
Voda strieka z otvoru vo vodorovnom smere a pohyb vody predstavuje vodorovný vrh, pre ktorý platí


x = vh t       a 
y  =  h - (1/2) g t2.

Vzdialenosť bodu dopadu d od steny nádoby je (pre y = 0)


d  =  
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(1)
Pre uvedený obrázok a príslušné výšky otvorov dostaneme

h1  =  H/4
d1  =  
[image: image30.wmf]H
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(1 bod)

h2  =  H/2
d2  =  H,
(1 bod)

h3  =  (3/4) H
d3  =  
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(1 bod)
Vidíme, že pre prvý a tretí otvor dostávame rovnaké miesto dopadu vody. 

Vpravo je uvedený opravený obrázok.




(2 body)
V druhej časti hľadáme maximum výrazu (1). Existuje niekoľko možných postupov.

Ide o maximum výrazu  f (h) = h (H - h). Graf funkcie f(h) predstavuje parabolu, o čom sa môžeme presvedčiť zostrojením grafu. Priamym dosadením ukážeme, že platí f(h) = f(H - h) a teda že graf funkcie je symetrický vzhľadom na os h = H/2. To musí zodpovedať polohe vrcholu grafu a teda maximu funkcie. Ak má dostreknúť voda čo najďalej, treba otvor urobiť vo výške hm = H/2.

(3 body)
Zodpovedajúca maximálna vzdialenosť dopadu je   dmax  =  H.
Pozn.: Iný spôsob hľadania maxima funkcie:

Funkciu upravíme na tvar f(h) = 
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Kvadrát zátvorky môže nadobudnúť minimálnu hodnotu rovnú nule, čo zodpovedá maximálnej hodnote funkcie f(h). To zodpovedá h = H/2.

Iná možnosť (pre skúsenejších) spočíva v overení podmienky lokálneho extrému - nulovej derivácie funkcie. 
6.
Optimálna trasa
Ivo Čáp
a) Čas potrebný na prekonanie danej trasy je 
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(2 body)
Graf tejto funkcie pre zadané hodnoty má nasledujúci tvar 
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(správny graf 3 body)
Pozn.: Keďže cieľom konštrukcie grafu je hľadanie minima času, najprv dosadíme niekoľko orientačných hodnôt uhlu α, aby sme zistili, v ktorom intervale hodnôt sa minimum nachádza. Vypočítané hodnoty si zapíšeme do prehľadnej tabuľky. Postupne interval zužujeme a výpočet spresňujeme. Nakoniec sa dopracujeme k intervalu uhlov α približne od 0,1 rad až 0,5 rad. Aby bolo možné lokalizovať minimum, je potrebné v jeho najbližšom okolí čas určiť pre viacero blízkych uhlov aspoň na 5 platných číslic. Stupnice na osiach grafu zvolíme tak, aby bolo minimum zreteľne vidieť. Z grafu, resp. vypočítaných hodnôt, potom určíme uhol minima αm ( 0,267 rad. 
(3 body)
b) Pre tento uhol αm určíme zodpovedajúcu hodnotu uhla βm podľa vzťahu
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Po dosadení daných hodnôt dostaneme βm ( 0,913 rad.
Pre zistené uhly je sin αm / sin βm ( 0,333.

Pomer rýchlostí je v1/v2 ( 0,333.
Pre dané hodnoty sú obidva pomery rovnaké

(2 body)
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Pozn.: Tento vzťah platí aj pre lom svetla na rozhraní dvoch rôznych prostredí.

Pozn.: Táto úloha je určená na precvičenie numerického riešenia úlohy cestou postupného približovania a na grafickú metódu riešenia. Pri riešení treba dbať na správnu voľbu stupnice na osiach grafu, aby bola informácia čitateľná čo najpresnejšie (pozri vzorový graf ). Vzorové riešenie úlohy bolo urobené s použitím počítačového programu MS EXCEL, ktorý umožňuje efektívny výpočet a grafické znázornenie funkcie. 
7.
Určenie súčiniteľa trenia – experimentálna úloha
Ľubomír Konrád
Vodorovná zložka sily F má veľkosť F(cos (. Maximálna hodnota statickej sily trenia je
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kde f je hľadaný súčiniteľ trenia, mg je veľkosť tiažovej sily použitej latky a F(sin( je veľkosť zvislej zložky sily F, ktorá (spolu s jej tiažovou silou) pritláča latku k podložke. Porovnaním týchto síl dostaneme
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Ak je sila F dostatočne veľká a platí mg << F sin α, môžeme vzťah pre f upraviť na tvar 
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