Fyzikálna olympiáda

53. ročník, 2011/2012

školské kolo

kategória B
riešenie úloh
1. Autíčko na zotrvačník








a) Moment zotrvačnosti zotrvačníka môžeme vypočítať tak, že vypočítame najprv moment zotrvačnosti plného zotrvačníka I1 (valec s polomerom R2) a odpočítame moment zotrvačnosti I2 vnútorného vybratého valca s polomerom R1. Platí:  
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Kde h je výška zotrvačníka a ρ hustota materiálu zotrvačníka

Pre hustotu platí: 
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Po dosadení dostávame: 
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a po úprave 
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  ≈ 1,56∙10(5 kg∙m2.
b)  Pri rýchlosti v0 postupného pohybu je uhlová rýchlosť kolies ωk = v0/Rk. Pri prevodovom pomere p sú otáčky zotrvačníka
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 ≈ 31,8 s(1.
Celková kinetická energia roztlačeného autíčka zahŕňa 4x rotačnú energiu kolies, rotačnú energiu zotrvačníka a energiu postupného pohybu celého autíčka.
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kde Ik = (1/2) mk Rk2  je moment zotrvačnosti jedného kolesa. 
Po dosadení  
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Označíme M1* výraz v zátvorke (redukovaná hmotnosť). 
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≈ 2,74 kg.

Pomer kinetických energií je


[image: image9.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

2

2

z

2

2

k

k

2

1

2

2

z

2

2

0

2

k

z

2

k

2

0

2

k

z

2

k1

1

kz

2

2

4

2

1

2

1

R

R

m

p

R

m

M

R

R

m

p

v

M

R

I

p

I

v

R

I

p

E

E

+

+

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

h

≈ 0,91.

c)  Počas pohybu na autíčko pôsobí odporová sila valivého trenia kolies
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Začiatočná kinetická energia autíčka je rovná celkovej práci trecej sily na dráhe d1
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Odtiaľ dostaneme  
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 ≈ 2,91 m.

Ide o rovnomerne spomalený pohyb so zrýchlením a = ( Ft/M. 

Čas zastavenia je  
[image: image13.wmf]g
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 ≈ 11,6 s.
d) Trecia sila sa nezmení. Keďže sa zotrvačník neotáča, je začiatočná kinetická energia iba
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Dráha do zastavenia je
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 ≈ 25,5 cm.

Pomer hodnôt začiatočnej kinetickej energie  
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)

(

)

2

k

k

2

2

2

1

z

2

2

k

1

k

2

2

1

R

M

m

R

R

m

p

E

E

+

+

+

=

=

l

 ≈ 11,4.

2. Elektromagnetický prietokomer







Na pohybujúce sa ióny napr. v disociovanej vode pôsobí magnetická sila kolmá na magnetickú indukciu aj rýchlosť kvapaliny (vody). Katióny H3O+ sa sústreďujú na jednej elektróde (kladné napätie) a anióny OH- sa sústreďujú pri druhej elektróde (záporné napätie). 

Pre ustálený stav platí rovnováha medzi elektrickou a magnetickou silou pôsobiacou na časticu s nábojom q: Fe = Fm, resp. q E = q v B.

Elektrické napätie U sa indukuje medzi stenami potrubia rovnobežnými so smerom magnetického poľa so vzdialenosťou b. Intenzita indukovaného elektrického poľa E = U/b. Napätie medzi stenami je


U = b B v.

Objemový prietok kvapaliny je 
Q = Sp v = a b v.

Medzi prietokom a napätím je potom vzťah 
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Konštanta úmernosti 
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 ≈ 0,033 m∙T(1.
Pre kapacitu platňového kondenzátora platí vzťah: 
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Kde ε0 je elektrická konštanta a εr relatívna permitivita kvapaliny.

Náboj na elektródach prietokomera je
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Veľkosť magnetickej indukcie je daná vzťahom 
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Indukované napätie je  
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Efektívna hodnota napätia je  
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 ≈ 0,047 m∙T(1.

d)  Prúd v prostredí je daný časovou deriváciou náboja preneseného daným prierezom. V tomto prípade ide o priečny tok častíc s nábojom medzi elektródami. Ak vyjadríme náboj na elektróde
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je prúd  
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Efektívna hodnota prúdu je  
[image: image27.wmf]ef
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Vysvetlenie:

Prúd voltmetra je v prípade R ( ( nulový. Prúdová slučka sa preto neuzatvára vonkajším obvodom. Magnetické pole spolu s prúdiacou kvapalinou predstavujú zdroj elektromotorického napätia medzi elektródami (MHD - magnetohydrodynamický generátor). Vlastné kvapalné prostredie predstavuje kapacitor, ktorý je pripojený medzi elektródy, tzn. svorky zdroja. Keby sa namiesto voltmetra pripojila elektrická záťaž s odporom R, prechádzal by vonkajším obvodom prúd Ief = Uef / R (za predpokladu dostatočne veľkého odporu R). 
3. Balónik










a)  Pre plyn, ktorý považujeme za ideálny, platí stavová rovnica  
[image: image28.wmf]RT
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kde  m = ( V je hmotnosť plynu. Hustota plynu je potom  
[image: image29.wmf]RT
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Pre vzduch v balóniku: teplota T = 293 K (20°C) a tlak p1 = pa + (p = 110 kPa dostaneme:


ρ1 = 1,31 kg.m-3

Pre okolitý vzduch p = pa a hustota ρv = 1,19 kg.m-3.
b)  Ak expanziu považujeme za adiabatickú, platí stavová rovnica  
[image: image30.wmf]k
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Objem plynu nahradíme jeho hustotou podľa vzťahu V = m/ ρ   a dostaneme  
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  ≈ 1,22 kg∙m(3.

c)   Súčet vnútornej energie plynu U1 a tlakovej potenciálnej energie Ep1 vnútri balóna je rovný súčtu kinetickej energie Ek2, potenciálnej energie tlakovej Ep2 a vnútornej energie U2 vytekajúceho plynu.
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Vnútorná energia plynu je daná vzťahom:  
[image: image34.wmf]V
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Kde CmV je molárna tepelná kapacita plynu pri konštantnom objeme, ktorú možno vyjadriť pomocou Poissonovej konštanty  
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v tvare  
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Potenciálna energia tlaková je rovná súčinu objemu a tlaku: 
[image: image37.wmf]V

p

E

=

p


Kinetická energia je rovná: 
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Dosadením do zákona zachovania energie dostaneme
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Ak za objemy V dosadíme podľa vzťahu V = m/ ρ, dostaneme rovnicu
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Po dosadení a úprave  
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Začiatočná výtoková rýchlosť je  
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  ≈ 125 m∙s(1.
d)  Ak predpokladáme okamžité vytvorenie ustáleného stavu, tzn. predpokladáme pôvodný priemer balónika, ide o rovnomerný pohyb, pri ktorom sú v rovnováhe sily reaktívneho pohonu a odporu vzduchu 
[image: image43.wmf]R

o

F

F

=

. Po dosadení  
[image: image44.wmf]0

2

v

2

v

2

.

.

π

2

1

v

Q

u

r

c

r

r

=

,
kde Qv je objemový prietok vzduchu otvorom v balóne s priemerom d:    
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Rýchlosť balóna je potom   
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 ≈ 13,3 m∙s(1.
4.  Elektrický frekvenčný filter 


a)  Vstupná komplexná impedancia pri výstupe naprázdno (pripojený voltmeter s veľmi veľkým odporom, predp. RV ( () je
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kde j je imaginárna jednotka.

Pozn.: Z hľadiska vstupu je k prvému kapacitoru s kapacitou C/n paralelne pripojená sériová dvojica n2R a druhý kapacitor a k tomu je sériovo pripojený rezistor s odporom R. 

Vstupnú impedanciu rozdelíme na reálnu a imaginárnu časť
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Modul vstupnej impedancie je
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)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

2

2

2

1

4

2

arctan

C

nR

n

C

nR

CR

n

w

w

w

j

.

Grafy závislosti funkcií Z1/R a ( od uhlovej frekvencie sú v nasledujúcich obrázkoch.
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b)  Napäťový prenos pre výstup naprázdno možno určiť rôznymi metódami, napr. metódou slučkových prúdov, metódou uzlových napätí alebo riešením dvojitého deliča napätia. V ďalšom je použitá metóda uzlových napätí, ktorá vychádza z 1. Kirchhoffovho zákona pre tri uzly obvodu – vstupný, výstupný a vnútorný. Napätie vnútorného uzlu označíme U3. Pozn.: Všetky napätia a prúdy sú komplexné veličiny ( fázory.
Pre výstupný uzol platí rovnica  
[image: image53.wmf]0
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Pre vnútorný uzol platí   
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Z prvej rovnice vyjadríme napätie   
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a dosadíme do druhej, čím napätie U3 vylúčime. 
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Po úprave rovnice vyjadríme požadovaný pomer
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Modul napäťového prenosu je absolútna hodnota tohto komplexného výrazu
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a argument napäťového prenosu (fázové posunutie)
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c)   Grafické závislosti obidvoch funkcií sú na nasledujúcich obrázkoch
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Zo vzťahu pre AU a grafu vidno, že pre nízke uhlové frekvencie ( << 1 rad(s(1 a pre vysoké uhlové frekvencie ( >> 1 rad(s(1 prenos konverguje k limitnej hodnote AU ( 1. Pre uhlové frekvencie v pásme okolo ( = 1 rad(s(1 dochádza k potlačeniu napätia.
d)  Maximálne potlačenie signálu (minimálny prenos) zodpovedá podmienke ω R C = 1.

Vidno to z grafu a možno to dokázať aj analyticky. Ide o lokálne minimum, ktoré je dané podmienkou nulovej derivácie vzťahu pre AU podľa ω. Výraz je na derivovanie pomerne zložitý, preto urobíme zjednodušenie. Minimum AU zodpovedá minimu zlomku pod odmocninou. Ďalej zavedieme premennú x = (ω R C)2 a výraz pod odmocninou dostane tvar
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Derivácia tohto výrazu podľa x je
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Nulová
 hodnota výrazu zodpovedá nulovej hodnote čitateľa (pre nenulový menovateľ). Nulová hodnota čitateľa má pre x > 0 jediné riešenie x = 1, tzn. ω = 1/RC = ω0.

Pre x = 1 je hodnota napäťového prenosu  
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Maximálna hodnota AUmax = 1 pre extrémne uhlové frekvencie ω ( 0 a ω ( (. 

Faktor potlačenia signálu pri uhlovej frekvencii ω0 je   
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Pre n1 = 1 je   a01 = AUmin1/AUmax = 2/3 ≈ 67 %.

pre n2 = 10 je  a02 = AUmin2/ AUmax = 1/51 ≈ 2% .

Výsledky zodpovedajú grafu.

Medzné frekvencie určíme z podmienky
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Rovnicu upravíme na tvar
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odkiaľ dostaneme riešenie
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Pre n1 = 1 je 
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ω2 = 1,62 rad∙s(1  ω1 = 0,62 rad∙s(1  a (ω = 1,00 rad∙s(1.

Pre n2 = 10  je 
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U daného filtra vidno, že so zväčšovaním faktora n klesá faktor potlačenia a pre n >> 1 je a0 ≈ 2/n2. Zároveň rastie šírka potlačeného pásma, pre n >> 1 je (ω ≈ n. 
5. Kmity dosky








a)  Pri krátkom náraze guľôčky je splnený zákon zachovania momentu hybnosti

mvL = I (0 – mv1L,

kde 
[image: image71.wmf]gh
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 je rýchlosť dopadu z výšky h, I = (1/3)ML2 moment zotrvačnosti dosky vzhľadom na os prechádzajúcu kĺbom, (0 uhlová rýchlosť tyče získaná nárazom a v1 rýchlosť guľôčky po odraze.

Ďalej platí zákon zachovania mechanickej energie pri dokonale pružnej zrážke

(1/2)mv2 = (1/2)I(02 + (1/2)mv12.

Odtiaľ dostaneme začiatočnú rýchlosť dosky  
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Pri pohybe dosky nadol vychádzame zo zákona zachovania mechanickej energie pri pôsobení pružiny a tiažovej sily pre krajné polohy
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kde l0 je dĺžka nezaťaženej pružiny, l1 = 2d sin((/4)  dĺžka pružiny v rovnovážnej polohe a lm = 2d sin((/4 +(m/2) dĺžka pružiny pri výchylke αm.
Použijeme úpravu
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Z momentovej rovnováhy dosky vo vodorovnej polohe dostaneme
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Ďalej dostaneme
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Pre veľmi malé uhly cosα/2 ≈ 1 a sin α/2 ≈ α/2, a teda
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Po dosadení do rovnice (A) dostaneme
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Odtiaľ určíme maximálnu výchylku
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 ≈ 76,0 mrad ≈ 4,4°

b)  Ako vidno z predchádzajúceho postupu, potenciálna energia je kvadratickou funkciou uhlovej výchylky α, preto pohyb okolo rovnovážnej polohy sú harmonické kmity s uhlovou frekvenciou Ω.

Pre harmonické kmity platí vzťah ω0 = Ω αm medzi amplitúdou uhlovej výchylky αm a amplitúdou uhlovej rýchlosti ω0, z ktorého možno určiť periódu kmitov
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6.  Elektróny v kondenzátore


a)   Kapacita kondenzátora 
[image: image82.wmf]a
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b)  V jednej platni je počet atómov 
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V obidvoch platniach je počet voľných elektrónov 
[image: image84.wmf]A
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(Avogadrova konštanta NA = 6,02(1023 mol(1, hustota medi ( = 8,94(103 kg(m(3, molárna hmotnosť medi Mm = 63,5(10(3 kg(mol(1).
c)  V okamihu zapnutia je prúd vo vodičoch 
[image: image85.wmf]R
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Odpor vodičov považujeme za zanedbateľne malý v porovnaní s hodnotou R = 1 (.

d)  Ak by bol vo vodiči prúd I0 s konštantnou veľkosťou, bola by rýchlosť v1 usmerneného pohybu tiež konštantná. Prúdovú hustotu možno vyjadriť pomocou tejto rýchlosti J = (e v1 alebo pomocou prúdu J = I0/Sv. Hustota elektrického náboja v medenom vodiči je 
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, kde e = 1,60(10(19 C je elementárny náboj. Z porovnania vzťahov pre prúdovú hustotu dostaneme
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Za čas t1 prejde pri prúde I0 prierezom vodiča elektrický náboj Q1 = I0 t1. 

Tomu zodpovedá počet elektrónov 
[image: image88.wmf]1
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e)  Náboj nabitého kondenzátora je 
[image: image89.wmf]U
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. Zdrojom preto prejdú elektróny v počte
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Pomer k celkovému počtu elektrónov v platniach


[image: image91.wmf]0
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čo je veľmi malá časť počtu voľných elektrónov v platniach.

Pri prechode častíc s nábojom Q2 cez zdroj s vnútorným napätím U vykoná zdroj prácu W = Q2 U = C U 2 ( 641 pJ.

Energia nabitého kondenzátora EC = (1/2) C U 2. 

Hľadaný pomer je p2 = ½ = 50 %.

Polovica práce zdroja sa vynaloží na Jouleove tepelné straty na vnútornom odpore zdroja.

f)   Pri približnom odhade predpokladáme, že pri nabíjaní kondenzátora prúd lineárne klesá k nule. Za čas nabíjania (  tak prejde obvodom náboj Q2 = (1/2) I0 t2 . Ak uvážime náboj nabitého kondenzátora Q2 = C U, dostaneme odhadovaný čas
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Z výsledku vidno, že s ohľadom malú kapacitu a malý vnútorný odpor zdroja sa kondenzátor nabije takmer okamžite.

Pozn.: 

Dôsledné riešenie vychádza z obvodovej rovnice slučky po pripojení kondenzátora na zdroj 

U = R i + uC.
Prúd kondenzátora súvisí napätím i = dQ/dt = C duC/dt. Po dosadení do obvodovej rovnice dostaneme
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Integrovaním tejto rovnice od začiatočného okamihu (t = 0, uC = 0) do priebežného stavu (t, uC) dostaneme
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a po úprave
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, kde ( = R C je časová konštanta obvodu.

Pre prúd odstaneme 
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Prúd klesá zo začiatočnej hodnoty I0 exponenciálne k nulovej hodnote. Ak určíme čas poklesu prúdu na 5 % začiatočnej hodnoty, dostaneme čas
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Pôvodný hrubý odhad t2 = 2RC orientačne súhlasí s presnou hodnotou t5% = 3RC.
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