ZADANIE ÚLOHY
TEORETICKÁ ÚLOHA č. 1 (červená)

SPRÁVANIE SA SÚSTAVY ZEM(MESIAC

Vedci vedia určiť vzdialenosť Zem(Mesiac s vysokou presnosťou. Určujú ju prostredníctvom odrazu laserového lúča od špeciálneho zrkadla, ktoré  umiestnili na povrchu Mesiaca astronauti v roku 1969, meraním času šírenia svetla tam a nazad (obr. 1).
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Obr. 1. Laserový lúč vyslaný z observatória a použitý na presné meranie vzdialenosti medzi Zemou a Mesiacom.

Na základe týchto meraní zistili, že Mesiac sa pomaly vzďaľuje od Zeme, čo znamená, že vzdialenosť Zem(Mesiac s časom rastie. To sa deje v dôsledku toho, že moment sily prílivu na Zemi sa prenáša na moment hybnosti Mesiaca, pozri obr. 2. V tejto úlohe ide o odvodenie základných parametrov tohto javu.
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Obr. 2. Gravitačným pôsobením Mesiaca dochádza k prílivovým deformáciám „vydutiam“ zemského povrchu. Vzhľadom na rotáciu Zeme nie je priamka prechádzajúca vrcholmi vydutia totožná so spojnicou Zeme a Mesiaca. Táto odchýlka spôsobuje moment sily, ktorý prenáša moment hybnosti rotácie Zeme na moment hybnosti postupného pohybu Mesiaca. Kresba nie je v správnej mierke.

1.
Zachovanie momentu hybnosti

Označte L1 počiatočný celkový moment hybnosti sústavy Zem(Mesiac. Uvažujte nasledujúce predpoklady: i) L1 je súčet iba momentu hybnosti rotácie Zeme okolo jej osi a momentu hybnosti postupného pohybu Mesiaca po jeho obežnej trajektórii okolo Zeme. ii) Obežná trajektória Mesiaca je kružnica a Mesiac sa považuje za bod. iii) Os otáčania Zeme a os obiehania Mesiaca okolo Zeme sú totožné. iv) Pre zjednodušenie uvažujete pohyb sústavy okolo stredu Zeme a nie okolo hmotného stredu sústavy. V celej úlohe uvažujte všetky momenty zotrvačnosti, sily a hybnosti vzhľadom na rotačnú os Zeme. v) Vplyv Slnka neuvažujte.

	1a
	Napíšte vzťah vyjadrujúci počiatočný moment hybnosti sústavy Zem(Mesiac. Vzťah vyjadrite pomocou veličín IE – moment zotrvačnosti Zeme vzhľadom na jej os, ωE1 ( počiatočná uhlová rýchlosť rotácie Zeme, IM1 ( počiatočný moment zotrvačnosti Mesiaca vzhľadom na stred Zeme, ωM1 ( počiatočná uhlová rýchlosť obiehania Mesiaca okolo Zeme.  
	0,2


Proces prenosu momentu hybnosti sa skončí, keď bude perióda rotácie Zeme okolo vlastnej osi rovnaká ako perióda obehu Mesiaca okolo Zeme. V tom prípade budú spojnica vrcholov vydutí a spojnica Zeme a Mesiaca totožné a tak moment sily zanikne.
	1b
	Napíšte vzťah, ktorý vyjadruje konečný moment hybnosti L2 sústavy Zem(Mesiac. Použite rovnaké predpoklady ako v prípade 1a. Vzťah vyjadrite pomocou veličín: IE ( moment zotrvačnosti Zeme vzhľadom na jej os, ω2 ( konečná spoločná uhlová rýchlosť rotácie Zeme a obiehania Mesiaca, IM2 ( konečný moment zotrvačnosti Mesiaca vzhľadom na Zem.  
	0,2

	1c
	Napíšte rovnicu, ktorá vyjadruje pre uvedený prípad zachovanie momentu hybnosti, ak konečný moment hybnosti rotácie Zeme považujeme vzhľadom na celkový moment hybnosti sústavy za zanedbateľne malý. 
	0,3


2.
Konečná vzdialenosť a konečná uhlová rýchlosť Zeme a Mesiaca

Uvažujte, že orbitálny pohyb Mesiaca okolo Zeme sa uskutočňuje pod pôsobením vzájomnej gravitačnej sily. V ďalšom zanedbajte príspevok rotácie Zeme ku konečnému momentu hybnosti sústavy.
	2a
	Napíšte rovnicu pohybu pre orbitálny pohyb Mesiaca okolo Zeme v konečnom stave pomocou veličín: ME ( hmotnosť Zeme, ω2, G ( gravitačná konštanta, D2 ( výsledná vzdialenosť Zem(Mesiac.
	0,2


	2b
	Vyjadrite vzťah pre konečnú vzdialenosť D2 Zeme a Mesiaca pomocou veličín so známymi hodnotami: L1 ( celkový moment hybnosti sústavy, ME a MM ( hmotnosti Zeme a Mesiaca, a G.
	0,5


	2c
	Vyjadrite vzťah pre konečnú uhlovú rýchlosť ω2 sústavy Zem(Mesiac pomocou veličín so známymi hodnotami: L1, ME, MM a G.
	0,5


Nižšie bude úlohou určiť číselné hodnoty D2 a ω2. Na to potrebujete vedieť hodnotu momentu zotrvačnosti Zeme.
	2d
	Napíšte vzťah pre moment zotrvačnosti IE Zeme vzhľadom na jej os za predpokladu, že Zem je guľa s vnútornou hustotou ( i od stredu až po polomer ri a vonkajšou hustotou (o od polomeru ri do polomeru povrchu ro (obr. 3)
	0,5
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Obr. 3. Zem ako guľa s dvomi vrstvami s rôznymi hustotami ( i a (o.
Všetky číselné hodnoty v tejto úlohe počítajte na dve platné číslice.  
	2e
	Vypočítajte moment zotrvačnosti Zeme IE s použitím hodnôt ( i = 1,3∙104 kg∙m(3, ri = 3,5∙106 m, (o = 4,0∙103 kg∙m(3, ro = 6,4∙106 m.
	0,2


Hmotnosti Zeme a Mesiaca sú ME = 6,0∙1024 kg, MM = 7,3∙1022 kg. Počiatočná (súčasná) vzdialenosť Zem(Mesiac je D1 = 3,8∙108 m. Počiatočná uhlová rýchlosť rotácie Zeme je ωE1 = 7,3∙10(5 s(1. Počiatočná uhlová rýchlosť pohybu Mesiaca okolo Zeme je ωM1 = 2,7∙10(6 s(1, gravitačná konštanta G = 6,7∙10(11 m3∙kg(1∙s(2.

	2f
	Určte hodnotu celkového momentu hybnosti L1 sústavy.
	0,2


	2g
	Vyjadrite hodnotu konečnej vzdialenosti D2 v metroch a ako násobok D1 ( súčasnej vzdialenosti.
	0,3


	2h
	Určte hodnotu konečnej uhlovej rýchlosti ω2 v jednotkách s(1 a výsledné trvanie dňa ako násobok súčasnej dĺžky dňa.
	0,3


Overte, či je predpoklad zanedbania konečného momentu hybnosti rotácie Zeme vzhľadom na celkový moment hybnosti sústavy oprávnený tým, že stanovíte pomer konečného momentu hybnosti Zeme a momentu hybnosti Mesiaca. Mala by to byť malá hodnota.

	2i
	Určte pomer konečnej hodnoty momentu hybnosti Zeme a momentu hybnosti Mesiaca.
	0,2


3. O koľko sa Mesiac vzdiali za rok?

Teraz treba určiť, o koľko sa Mesiac vzdiali od Zeme každý rok. Aby ste to zistili, musíte určiť moment sily, ktorá v súčasnosti pôsobí na Mesiac. Predpokladajte, že vrcholy vydutia môžeme nahradiť dvomi hmotnými bodmi, každý s hmotnosťou m, umiestnenými na povrchu Zeme (pozri obrázok 4). Označíme ( uhol medzi spojnicou vrcholov vydutia a spojnicou stredov Zeme a Mesiaca. 


Obr.4. Schematický obrázok na určenie momentu sily, ktorá pôsobí na Mesiac vydutiami vody na Zemi. Obrázok nie je v správnej mierke.

	3a
	Určte vzťah pre silu Fc, ktorou pôsobí na Mesiac bližší z hmotných bodov.
	0,4


	3b
	Určte vzťah pre silu Ff, ktorou pôsobí na Mesiac vzdialenejší z hmotných bodov.
	0,4


Teraz môžete určiť momenty sily, ktoré vyvolávajú obidva hmotné body.

	3c
	Určte vzťah pre moment sily (c, ktorý vyvoláva bližší z hmotných bodov.
	0,4


	3d
	Určte vzťah pre moment sily (f, ktorý vyvoláva vzdialenejší z hmotných bodov.
	0,4


	3e
	Určte vzťah pre výsledný moment sily( od obidvoch hmotných bodov. Nakoľko platí ro (( D1, použite pri úprave zjednodušenie pre malú veličinu ro/D1 na základe približného vzťahu (1+x)a ( 1 + ax pre x (( 1.   
	1,0


	3f
	Určte hodnotu výsledného momentu sily ( pre hodnoty (  = 3,0° a m = 3,6∙1016 kg (uvedomte si, že táto hmotnosť je 10-8 násobkom hmotnosti Zeme)
	0,5


Ak vieme, že moment sily je časová zmena momentu hybnosti (časová derivácia), určte, o koľko sa v súčasnosti zmení vzdialenosť Mesiaca od Zeme za jeden rok. Pre tento krok vyjadrite moment hybnosti Mesiaca iba pomocou veličín MM, ME, D1 a G.

	3g
	Určte vzťah a hodnotu pre súčasný prírastok (D1 vzdialenosti D1 Mesiaca a Zeme za jeden rok.
	1,0


Na záver odhadnite, o koľko narastie dĺžka dňa za každý rok.

	3h
	Určte vzťah a hodnotu pre pokles ((E1 uhlovej rýchlosti (E1 za jeden rok. Určte, o koľko narastie každý rok dĺžka dňa.
	1,0


4. Kam sa stráca energia?

Na rozdiel od momentu hybnosti, ktorý sa zachováva, sa celková energia sústavy (rotačná a gravitačná) nezachováva. Pozrieme sa na to v poslednej časti. 

	4a
	Napíšte vzťah pre súčasnú celkovú energiu E (rotačnú + gravitačnú) sústavy Zem – Mesiac. Vyjadrite túto energiu iba pomocou veličín IE, (E1, MM, ME, D1 a G.
	0,4


	4b
	Napíšte vzťah pre zmenu energie (E ako funkciu zmeny D1 a (E1. Určte hodnotu zmeny (E za jeden rok s použitím hodnôt zmien (D1 a ((E1, ktoré ste vypočítali v otázkach 3g a 3h.
	0,4


Overte, že táto strata energie je v súlade s odhadom straty energie vo forme tepla v prílive vyvolanom Mesiacom na Zemi. Uvažujte, ako keby sa celá povrchová vrstva vody, ktorá v hrúbke h = 0,5 m pokrýva celý povrch Zeme, dvakrát za deň zodvihla o 0,5 m. Pri spätnom poklese sa 10 % získanej gravitačnej energie premení v dôsledku viskozity na teplo. Hustota vody je (water = 1,0∙103 kg∙m(3, tiažové zrýchlenie na povrchu Zeme je g = 9,8 m∙s(2.  

	4c
	Aká je hmotnosť uvažovanej povrchovej vrstvy vody?
	0,2


	4d
	Aká energia sa takto stratí za jeden rok? Koľko je to v porovnaní so zmenou energie sústavy Zem – Mesiac za jeden rok?
	0,3
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