ZADANIE ÚLOHY

TEORETICKÁ ÚLOHA č. 3 (žltá)

PREČO SÚ HVIEZDY TAKÉ VEĽKÉ?
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Hviezdy sú horúce plynové gule. Väčšina z nich svieti, pretože v ich jadrách prebieha fúzia (syntéza) vodíka na hélium. V tejto úlohe použijeme princípy klasickej a kvantovej mechaniky, ako aj elektrostatiky a termodynamiky, aby sme pochopili, prečo musia byť hviezdy dostatočne veľké na to, aby táto syntéza začala, a vypočítame, aká musí byť minimálna hmotnosť a polomer hviezdy, aby sa v nej začala termonukleárna syntéza.
Obrázok 1: Naše Slnko, ako väčšina hviezd, svieti v dôsledku termonukleárnej syntézy, počas ktorej sa vnútri hviezdy mení vodík na hélium.
KONŠTANTY:
Gravitačná konštanta G = 6,7∙10(11 m3∙kg(1∙s2
Boltzmannova konštanta k = 1,4∙10(23 J∙K(1
Planckova konštanta h = 6,6∙10(34 J∙s

Hmotnosť protónu mp = 1,7∙10(27 kg

Hmotnosť elektrónu me = 9,1∙10(31 kg

Elementárny náboj e = 1,6∙10(19 C

Permitivita vákua ε0 = 8,9∙10(12 F∙m(1

Polomer Slnka RS = 7,0∙108 m

Hmotnosť Slnka MS = 2,0∙1030 kg

1.
Klasický odhad teploty v jadrách hviezd

Predpokladajme, že plyn, ktorý tvorí hviezdu, je čistý ionizovaný vodík (má rovnaký počet elektrónov a protónov) a že sa správa ako ideálny plyn. Aby prebehla syntéza, musia sa podľa klasických predstáv dva protóny priblížiť na vzdialenosť 10-15 m, kedy začne prevládať silná jadrová interakcia, ktorá má príťažlivý charakter. Aby sa mohli k sebe priblížiť, treba najskôr prekonať odpudivé coulombovské sily. Urobíme klasický predpoklad, že dva protóny, ktoré považujeme za bodové náboje, sa pri čelnej zrážke pohybujú oproti sebe rýchlosťou vrms, (strednou kvadratickou rýchlosťou tepelného pohybu).
	1a
	Aká musí byť teplota plynu Tc, aby sa veľkosť maximálneho priblíženia protónov dc rovnala 10-15 m? 
	1,5


Všetky číselné hodnoty v tejto úlohe počítajte na dve platné číslice !!!
2. 
Prečo je predchádzajúci odhad teploty nesprávny

Aby sme overili, nakoľko je predchádzajúci odhad teploty rozumný, potrebujeme nezávislý spôsob určenia teploty vnútri hviezdy. Štruktúra hviezdy je veľmi zložitá, ale môžeme veľa vecí pochopiť, ak urobíme niekoľko zjednodušení. Hviezdy sa nachádzajú v rovnováhe, t.j. nerozpínajú sa ani nezmršťujú, pretože gravitačná sila smerujúca dovnútra je v rovnováhe s tlakovou silou pôsobiacou smerom von (obr. 2). Pre tenkú vrstvu plynu platí podmienka hydrostatickej rovnováhy v danej vzdialenosti r od stredu hviezdy tvar
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kde P je tlak plynu, G gravitačná konštanta, Mr  hmotnosť časti hviezdy vo vnútri polomeru r a (r je hustota plynu vo vrstve.
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Obr. 2: Hviezdy sú v hydrostatickej rovnováhe. Tlakový rozdiel vyrovnáva gravitáciu.

Rádový odhad veľkosti teploty v strede hviezdy môžeme získať pomocou hodnôt v strede a na povrchu hviezdy s použitím nasledujúcich aproximácií:

(P ( P0 – Pc ,

kde Pc a P0 je tlak v strede hviezdy a na jej povrchu.
Pretože Pc (( P0, môžeme písať 

(P ( – Pc .

Rovnako možno písať
(r ( R,

kde R je celkový polomer hviezdy a 

Mr ( MR ( M, 

kde M je celková hmotnosť hviezdy.

Hustotu môžeme nahradiť jej veľkosťou v strede hviezdy
(r ( (c.

Predpokladáme, že ide o ideálny plyn.

	2a
	Vyjadrite výraz pre teplotu v strede hviezdy Tc iba pomocou polomeru hviezdy, jej hmotnosti a fyzikálnych konštánt.
	0,5


Môžeme teraz použiť nasledujúce predpovede tohto modelu ako kritéria pre platnosti: 

	2b
	Pomocou výrazov určených v úlohe 2a vyjadrite pre hviezdu vzťah pre odhadovaný pomer M / R iba pomocou Tc a fyzikálnych konštánt.
	0,5


	2c
	Pomocou hodnoty Tc z časti 1a určte hodnotu odhadovaného pomeru M / R hviezdy.
	0,5


	2d
	Vypočítajte pomer MS/RS pre Slnko a overte, že jeho hodnota je oveľa menšia ako hodnota získaná v 2c.
	0,5


3. 
Kvantovomechanický odhad teploty v strede hviezdy

Veľká nezhoda objavená v 2d naznačuje, že klasický odhad pre Tc z časti 1a je nesprávny. Vysvetlenie tohto rozporu nájdeme, keď zoberieme do úvahy kvantové javy, vďaka ktorým sa protóny správajú ako vlny, a osamotený protón je lokalizovaný na vzdialenosti zodpovedajúcej de Broglieho vlnovej dĺžke (p. Preto ak je veľkosť maximálneho priblíženia dc protónov rádovo (p, môžu sa protóny v kvantovomechanickom zmysle prekrývať a môže nastať ich syntéza.

	3a
	Vyjadrite Tc iba pomocou fyzikálnych konštánt za predpokladu, že syntéza protónov môže nastať, ak dc = (p / 21/2.
	1,0


	3b
	Určte číselnú hodnotu Tc z úlohy 3a.
	0,5


	3c
	Určte pre hviezdu pomer M/R pomocou vzťahu získaného v časti 2b a hodnoty Tc získanej v časti 3b. Overte, že táto hodnota je pre Slnko dostatočne blízko pozorovanému pomeru MS / RS.
	0,5


V skutočnosti hviezdy tzv. hlavnej postupnosti (tie, v ktorých prebieha syntéza vodíka) zodpovedajú tomuto pomeru pre široký interval hmotností.
4.
Pomer hmotnosti a polomeru hviezd

Vzťah získaný v predchádzajúcej otázke ukazuje, že kvantovomechanický odhad pre teplotu v strede Slnka je správny.

	4a
	S použitím predchádzajúcich výsledkov ukážte, že pre ktorúkoľvek hviezdu,  ktorej dochádza k syntéze vodíka, je pomer hmotnosti M a polomeru R rovnaký a závisí iba od fyzikálnych konštánt. Určte hodnotu tohto pomeru M/R pre hviezdy, v ktorých dochádza k syntéze vodíka.
	0,5


5. 
Hmotnosť a polomer najmenších hviezd
Výsledok získaný v 4a naznačuje, že určený pomer by mal platiť pre hviezdy s ľubovoľnou hmotnosťou. To však nie je pravda.
Plyn vnútri hviezd, v ktorých prebieha syntéza vodíka, sa správa približne ako ideálny. To znamená, že de, typická vzdialenosť medzi elektrónmi, je v priemere väčšia ako λe – ich de Broglieho vlnová dĺžka. Ak sú bližšie, nachádzajú sa elektróny v tzv. degenerovanom stave a hviezda sa správa odlišne. Všimnite si rozdiel v spôsobe, akým narábame s elektrónmi a s protónmi v hviezde. V prípade protónov dochádza k výraznému prekrytiu, aby došlo k ich fúzii, zatiaľ čo u elektrónov by nemalo dochádzať k prekrytiu de Broglieho vĺn, aby sa správali ako ideálny plyn.

Hustota hviezd sa zväčšuje smerom k ich stredu. Napriek tomu pri tomto rádovom odhade veľkosti predpokladajte, že je ich hustota konštantná. Použite aj vzťah mp (( me.

	5a
	Určte vzťah pre strednú koncentráciu ne elektrónov vo hviezde.
	0,5


	5b
	Určte vzťah pre typickú vzdialenosť de medzi elektrónmi vnútri hviezdy.
	0,5


	5c
	Napíšte vzťah pre najmenší možný polomer hviezdy, ak platí de ( (e/21/2. Teplotu Tc v strede hviezdy zoberte ako typickú teplotu pre jej celé vnútro.
	0,5


	5d
	Určte hodnotu polomeru najmenšej možnej normálnej hviezdy. Výsledok uveďte v metroch aj v násobkoch polomeru Slnka.
	0,5


	5e
	Určte hodnotu hmotnosti najmenšej možnej normálnej hviezdy. Výsledok uveďte v kilogramoch aj v násobkoch hmotnosti Slnka.
	0,5


6. 
Syntéza jadier hélia v starých hviezdach
Keď hviezdy zostarnú, majú spálený takmer všetok vodík na héliu (He), takže aby mohli ďalej svietiť, sú nútené začať syntetizovať hélium na ťažšie prvky. V jadre hélia sa nachádzajú dva protóny a dva neutróny, preto má náboj ako dva protóny a hmotnosť približne štyrikrát väčšiu. Už sme videli podmienku dc = (p / 21/2 pre syntézu protónov. 

	6a
	Predpokladajte rovnakú podmienku pre jadrá hélia. Určte strednú kvadratickú rýchlosť jadier hélia vrms (He) a teplotu T (He) potrebnú na syntézu hélia.
	0,5
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